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摘 要:集值映射的不动点理论在近代变分问题、最优化问题、经济均衡问题等研究中发挥着
极其重要的作用，已成为非线性泛函分析理论的重要组成部分。为了研究 Banach 空间中平均非
扩张集值映射的稳定点问题，我们依据集值映射的不动点理论，利用渐近稳定点序列、渐近中心、
渐近半径等给出了平均非扩张集值映射具有稳定点的充分必要条件。
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0 引 言

20 世纪 30 年代初，人们开始关注集值映射的
不动点问题，将 Brouwer不动点定理、Schauder 不动
点定理等结果推广到集值映射的情形。近四十年
来，集值映射的不动点理论在近代变分问题、最优
化问题、经济均衡问题等研究中发挥着极其重要的
作用，数学家 Debreu正是以集值映射的不动点定理
为工具给出 Walras 完全竞争均衡存在定理的严格
证明，因此于 1983 年获得诺贝尔经济学奖。1968
年Markin［1］在 Hilbert空间中将 Brouwer定理推广到
非扩张集值映射的情形，1969 年 Nadler［2］将 Banach
压缩映射原理进行了推广，1974 年 Lim［3］利用
Edelstein方法给出了一致凸 Banach 空间中非扩张
集值映射的不动点定理，1990 年 Kirk［4］和 Massa将
Lim定理进行了推广，2003 年 Benavides 利用非紧
凸性模研究了非扩张集值映射的不动点等

问题［5 － 7］。
集值映射作为一类特殊的多值映射，在研究其

不动点性质、算法的构造和收敛性条件及不动点序
列的选取等问题相比于单值映射更为复杂，目前对

该理论的研究尚不完备，对于平均非扩张集值映射

的稳定点存在性等问题尚未解决。研究发现稳定点
的存在性问题很大程度上都依赖于集值映射是压缩

的［8 － 11］，近年来，该问题引起了国内外数学学者的

关注，开始尝试利用渐近稳定点序列等方法来解决

广义非扩张集值映射的稳定点问题［12 － 14］( 强渐近

不动点序列在这里也称为渐近稳定点序列［14］) ，渐

近稳定点序列在寻找稳定点时扮演了十分重要的角

色［15 － 18］。本文主要借助 Banach 空间的几何性质，
将非扩张集值映射的稳定点问题推广到平均非扩张

集值映射的情形，利用渐近稳定点序列、渐近中心、
渐近半径等概念给出了平均非扩张集值映射具有稳

定点的充分必要条件。

1 预备知识

设 X 是一完备的度量空间，C 是 X 的非空子
集，集值映射 T∶ C→2C \ { }φ 称为平均非扩张集值映
射是指若x，y∈C，满足

H( Tx，Ty) ≤ad( x，y) + bd( x，Ty) + cd( x，Tx)
其中 H( ·，·) 表示 Hausdorff 距离，a，b，c，≥0，且
a + b + c≤1。若 b，c = 0，a = 1，称 T 为非扩张集值

映射; 若 b，c = 0，0 ＜ a ＜ 1，称 T为压缩集值映射。
H( ·，·) 的定义为
H( A，B) = max sup

a∈A
d( a，B) ，sup

b∈B
d( b，A{ })

其中

d( a，B) = inf
x∈B

d( a，x)

若 x∈Tx，则元素 x∈C称为 T的不动点。若 Tx = x，
则元素 x∈C称为 T的稳定点。
设 X 是 Banach 空间，C 是 X 的非空有界闭凸

子集。Br［x］是以 x为中心，r为半径的闭单位球。F
( X) 表示 X的非空闭子集的全体，K( X) 表示 X的非
空紧子集的全体。x到 C的距离为

d( x，C) ∶ = inf
a∈C

d( x，a)

C关于 x的切比雪夫半径为
rx ( C) ∶ = supz∈C

‖x － z‖

C关于 A的切比雪夫半径为
rA ( C) ∶ = inf

a∈A
ra ( C)

C的切比雪夫中心为
Z( C) ∶ = x∈C∶ rx ( C) = inf

z∈C
rz ( C{ })

设 T∶ C→2C \ { }φ 是平均非扩张集值映射，我们
称 C中的序列( xn ) 是渐近稳定点序列，若满足

lim
n→!

rxn ( Txn ) = 0

( xn ) 称为渐近不动点序列，若满足
lim
n→!

d( xn，Txn ) = 0

定理 1［2］( Nadler定理) 设 X 是 Banach 空间，C
是 X的非空有界闭凸子集，T∶ C→F( C) 是非扩张集
值压缩映射，则 T在 C中存在不动点。
设( xn ) 是 X 中的有界序列，ra ( C， x{ }n ) 表示

( xn ) 关于 C的渐近半径，Za ( C， x{ }n ) 表示( xn ) 关
于 C 的渐近中心，ε0 ( X) 是 Banach 空间 X 的凸系
数，它们有如下定义

ra ( C，x{ }n ) = inf
x∈C

lim sup
n→!

‖xn － x‖

Za ( C，x{ }n ) = z∈C∶ lim sup
n→!

‖xn － z‖ = ra ( C，x{ }n{ })

ε0 ( X) = sup ε ＞ 0∶ δX ( ε){ }= 0
δX ∶［0，2］→［0，1］是 Banach空间 X的凸性模，它的
定义为

δX ( ε) = inf 1 － x + y
2 ∶‖x‖≤1，‖y‖≤1，‖x － y‖≥{ }ε

Banach空间 X具有 Opial性质是指若每个弱收敛于
0 的序列 x{ }n 和任意非零向量 x∈X，都有

lim sup
n→!

‖xn‖ ＜ lim sup
n→!

‖xn － x‖

成立。
设( xn ) 是 X中的有界序列，称 C是正则的是指
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若( xn ) 的所有子列关于 C的渐近半径都相同，即
ra ( C，x{ }n ) = ra ( C，xn{ }

i
) ，xnixn

Banach空间 X具有 DL 条件是指若存在 λ∈［0，1 )
使得 X中每个弱紧凸子集 C 及 C 中的任意有界序
列( xn ) ，( xn ) 关于 C是正则的且满足

rC ( Za ( C，x{ }n ) ) ≤λra ( C，xn{ }
i
)

X的有界子集 D关于 C的切比雪夫半径为
rC ( D) = inf rx ( D) ∶ x∈{ }C

2 主要结果

定义 1 设 T∶ C→2C \ { }φ ，则
1) C的子集 D称为 T不变集是指若

TxD，x∈D
2) C的子集 D称为弱 T不变集是指若

Tx∩D≠φ，x∈D
注: 对于单值映射这两个概念是一致的。

C的非空闭凸子集 D 称为最小 T 不变集( 最小
弱 T不变集) 是指不存在 D 的非空 T 不变( 弱 T 不
变) 闭凸真子集。
我们首先研究具有正规结构的 Banach 空间中

平均非扩张集值映射的稳定点存在性问题。
定义 2 Banach空间 X 具有正规结构( 弱正规

结构) 是指若 X 的任一非空有界闭( 弱紧) 集 C，且
diam( C) ＞ 0，存在 x∈C使得

rx ( C) ＜ diam( C)
Banach空间 X的非空凸子集 C 具有正规结构是指
若 C的任一非空闭凸子集 D，且 diam( D) ＞ 0，存在
x∈D使得

rx ( D) ＜ diam( D)
命题 1［19］ 设 C是 Banach 空间 X 中的任一弱

紧凸子集，则 C的切比雪夫中心 Z( C) 是 C 的非空
闭凸子集。
命题 2［19］ 设 X 是 Banach 空间且具有正规结

构，C是 X的弱紧凸子集，则
diam( Z( C) ) ＜ diam( C)

下面的结果可以看成 Kirk 不动点定理的推广
形式。
定理 2 设 X 是 Banach 空间，且具有正规结

构，C是 X的非空弱紧凸子集。则平均非扩张集值
映射 T∶ C→K( C) 具有稳定点当且仅当存在 C 中的
非空闭凸子集 F是最小弱 T不变和最小 T不变的。
证明:必要性:显然，若 T 具有稳定点 x，设 F = { }x ，
则 F是 C的非空闭凸子集且 F 是最小弱 T 不变和

最小 T不变的。
充分性:设 F是 C的非空闭凸子集且是最小弱

T不变和最小 T 不变的。若 diam( F) = 0，则 F 中
的元素为平均非扩张映射 T的稳定点。不妨设 diam
( F) ＞ 0，由命题 1 可知 Z( F) 是非空弱紧凸集，要证
Z( F) 是 T不变的，只需证

x∈Z( F) ，TxZ( F)
对任意 x∈Z( F) ，y∈F及 z∈Tx，w∈Ty有
‖z － w‖≤H( Tx，Ty) ≤

ad( x，y) + bd( x，Ty) + cd( x，Tx) ≤
arx ( F) + brx ( F) + crx ( F) =
( a + b + c) rx ( F) ≤
rx ( F) = r( F)

因为 F是 T不变的，故 w∈F。因此，Br ( F) [ ]z ∩F
∩Ty≠φ。由 y 的任意性，得 Br ( F) [ ]z ∩F 是弱 T
不变的。另一方面，F 是最小弱 T 不变的，Br ( F)
[ ]z ∩F 是非空弱紧凸集且是弱 T 不变的，所以 Br

( F) [ ]z ∩F = F。从而 FBr ( F) [ ]z ，故‖x － z‖≤r
( F) ，x∈F，从而 rz ( F) ≤r( F) ，则 z∈Z( F) 。由
z的任意性，可得 TxZ( F) ，所以 Z( F) 是 T 不变
的。由命题 2 可知

diam( Z( F) ) ＜ diam( F)
与 F是最小 T不变的矛盾。
定理 3 设 X是 Banach空间，C 是 X 的非空弱

紧凸子集，T∶ C→2C \ { }φ 是没有稳定点的平均非扩
张集值映射，其中 a，b，c，≥0，且 a + b + 2c≤1，C 是
T不变的。则存在 α ＞ 0 和 T 的最小非空弱紧凸且
T不变子集 E，使得对任意 z∈E 和 E 中任意渐近稳
定点序列( xn ) ∞n = 1，有

lim
n→!

sup‖xn － z‖≥α

证明:设∑是 C的所有非空弱紧凸且 T 不变子集的
全体，则∑≠φ，因为 C∈∑。通过集合的包含关系
可定义偏序，由 Zorn 引理可知，E 是∑中的最
小元。
不妨设 diam( E) ＞ 0，否则由 E是 T不变的，可

得 T具有稳定点矛盾。
若对任意 α ＞ 0，存在 z∈E 和 E 中渐近稳定点

序列( xn ) 使得
lim
n→!

sup‖xn － z‖ ＜ α

选取 r ＞ 0 使得
2r ＜ diam( E)

存在 z0∈E和 E中渐近稳定点序( xn ) 使得
lim
n→!

sup‖xn － z0‖ ＜ r
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令

D = z∈E∶ lim
n→!

sup‖xn － z‖≤{ }r

则 D是 E的非空闭凸子集。要证 D是 T不变的，往
证对任意 x∈D，有 TxD。即对任意的 z∈Tx，下
证 z∈D。
对任意的 y∈Txn，有

‖xn － z‖≤‖xn － y‖ +‖y － z‖≤
rxn ( Txn ) +‖y － z‖

由 y的任意性，有
‖xn － z‖≤rxn ( Txn ) + d( z，Txn ) ≤

rxn ( Txn ) + H( Tx，Txn ) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ +
bd( x，Txn ) + cd( x，Tx) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖ + cd( xn，Tx) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖ + c‖xn － z‖

则

( 1 － c) ‖xn － z‖≤rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖

从而

‖xn － z‖≤
a + b + c
1 － c ‖x － xn‖ + 1

1 － crxn ( Txn ) +

b
1 － crxn ( Txn )

故

lim
n→!

sup‖xn － z‖≤
( a + b + c)

1 － c lim
n→!

sup‖x － xn‖

由 a + b + 2c≤1，得
lim
n→!

sup‖xn － z‖≤lim
n→!

sup‖x － xn‖≤r

则 D是 T不变的。
又

diam( D) ≤2r ＜ diam( E)
所以 D是 E的非空弱紧凸且 T不变的真子集，可得
D∈∑，与 E是∑中最小 T不变的矛盾。
我们立即有了下面的结果:

推论 1 设 X是 Banach空间，C是 X的非空弱
紧凸子集且 T ∶ C→2C \ { }φ 是不具有稳定点的平均
非扩张集值映射，则存在 α ＞ 0 和 C 的非空弱紧凸
T不变子集 D，使得对 D的任意紧子集 A和 D中的
渐近稳定点序列( xn ) !n = 1有

lim
n→!

suprxn ( A) ≥α

证明:由定理 3 可知，存在 α ＞ 0 和 C的非空弱紧凸
子集 D 使得 D 中的任意渐近稳定点序列( xn ) 和任

意 z∈D有
lim
n→!

sup‖xn － z‖≥α

假设对任意的 α ＞ 0 和 C的任意非空弱紧凸子集 D，
存在 D 的紧子集 A 和 D 中的渐近稳定点序列
( xn ) !n = 1有

lim
n→!

suprxn ( A) ＜ α

由于 A是紧的，故对任意 n∈N，存在 yn∈A，使得 rxn
( A) =‖xn － yn‖。又由 A 是紧的，我们可以找到
( yn ) 的子列( ynk ) 收敛于 z，且 z∈A。因此

lim
k→!

sup‖xnk － z‖ = lim
n→!

suprxn ( A) ＜ α

产生矛盾。
定理 4［19］ 设( xn ) 是 Banach 空间 X 中的有界

序列，C是 X的非空弱紧凸子集，则 Za ( C，x{ }n ) 是

非空凸集。
定理 5［19］ 设 C是 Banach 空间 X 中的非空闭

凸子集且( xn ) 是 X中的有界序列，则
diam( Za ( C，x{ }n ) ) ≤ε0 ( X) ra ( C，x{ }n )

定理 6［7］ 若 ε0 ( X) ≤1，则 X具有正规结构。
定义 3 设 X是 Banach空间，C 是 X 的非空闭

凸子集，T∶ C→2C \ { }φ 是平均非扩张集值映射，则
称 T在 C中具有渐近稳定点序列性质是指若 T在 C
的任意 T 不变非空闭凸子集中都有一渐近稳定点
序列。
定理 7 设 X 是 Banach 空间，它的凸系数 ε0

( X) ≤1，C 是 X 中的非空弱紧凸子集，T ∶ C→2C \
{ }φ 是平均非扩张集值映射，其中 a，b，c，≥0，且 a
+ b + 2c≤1，则 T具有稳定点当且仅当 T在 C 中具
有渐近稳定点序列性质。
证明:必要性: 显然成立。
充分性: 假设 T没有稳定点，由定理 7 可知 C

有一非空弱紧凸最小 T 不变子集 E，设( xn ) 是 E 中
的渐近稳定点序列，由定理 11 得 X 具有正规结构。
因此，固定 x0∈E使得

rx0 ( E) ∈diam( E)
由定理 9 知 Za ( E， x{ }n ) 是非空的。下证 Za ( E，
x{ }n ) 是 T 不变的。往证对任意 x∈Za ( E， x{ }n ) ，

有 Tx∈Za ( E，x{ }n ) ，即对任意 z∈Tx，有
z∈Za ( E，x{ }n )

显然

lim
n→!

sup‖xn － z‖≥ra ( E，x{ }n )

往证

lim
n→!

sup‖xn － z‖≤ra ( E，x{ }n )

对任意 y∈Txn，有
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‖xn － z‖≤‖xn － y‖ +‖y － z‖≤
rxn ( Txn ) +‖y － z‖

由 y的任意性，可得
‖xn － z‖≤rxn ( Txn ) + d( z，Txn ) ≤

rxn ( Txn ) + H( Tx，Txn ) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + bd( x，Txn ) +
cd( x，Tx) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖ + cd( xn，Tx) ≤
rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖ + c‖xn － z‖

则

( 1 － c) ‖xn － z‖≤rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ + b‖x － xn‖ +
brxn ( Txn ) + c‖x － xn‖

从而

‖xn － z‖≤
a + b + c
1 － c ‖x － xn‖ + 1

1 － crxn ( Txn ) +

b
1 － crxn ( Txn )

故

lim
n→!

sup‖xn － z‖≤
( a + b + c)

1 － c lim
n→!

sup‖x － xn‖

由 a + b + 2c≤1，得
lim
n→!

sup‖xn － z‖≤lim
n→!

sup‖x － xn‖ =

ra ( E，x{ }n )

故 Za ( E，x{ }n ) 是 T不变的。
又

ra ( E，x{ }n ) = inf
x∈E

lim
n→!

sup‖xn － x‖ ≤

lim
n→!

sup‖xn － x0‖ ＜

rx0 ( E) ＜ diam( E)
由定理 10 和 ε0 ( X) ≤1，可得

diam( Za ( E，x{ }n ) ) ≤ra ( E，x{ }n )

因为

ra ( E，x{ }n ) ＜ diam( E)
所以

diam( Za ( E，x{ }n ) ) ＜ diam( E)
且 Za ( E，x{ }n ) 是弱紧凸 T 不变子集，从而与 E 是
最小 T不变的矛盾。
定理 8［20］ X 是具有 Opial 性质的 Banach 空

间，则 X具有弱正规结构。
定理 9 设 X 是具有 Opial 性质的 Banach 空

间，C是 X中的非空弱紧凸子集，T∶ C→2C \ { }φ 是平
均非扩张集值映射，其中 a，b，c，≥0，且 a + b + 2c
≤1，则 T具有稳定点当且仅当 T 在 C 中具有渐近

稳定点序列性质。
证明:必要性:显然成立。
充分性:假设 T没有稳定点，由定理 3 知，C 有

一非空弱紧凸最小 T不变子集 E。设( xn ) 是 E中渐
近稳定点序列，且( xn ) 弱收敛于 x。
因为 Za ( x{ }n ，E ) = z∈E∶ lim

n→!
sup‖xn － z{ ‖ =

ra ( E，x{ }n }) 是 E 的非空弱紧凸子集且是 T 不变的
( 可由定理 7 的证明过程得) 。因为 E 是最小 T 不
变的，所以 Za ( x{ }n ，E) = E。因此，对任意 z∈E，有

lim
n→!

sup‖xn － z‖ = ra ( E，x{ }n )

X具有 Opial性质，且( xn ) 弱收敛于 x，对任意 z∈E
且 z≠x，有

ra ( E，x{ }n ) = limn→!sup‖xn － x‖ ＜

lim
n→!

sup‖xn － z‖ =

ra ( E，x{ }n )

产生矛盾。
定理 10 设 X 是 Banach 空间，C 是 X 中的有

界闭凸子集，( xn ) 是 C中有界序列，则( xn ) 关于 C
的渐近中心是非空紧的。设 T ∶ C→2C \ { }φ 是平均
非扩张集值映射且 C弱紧，其中 a，b，c，≥0，且 a +
b + 2c≤1，则 T 具有稳定点当且仅当 T 在 C 中具有
渐近稳定点序列性质。
证明:必要性:显然成立。
充分性: 假设 T没有稳定点，( yn ) 是 C 中任意

序列，且 ( yn ) 是有界的，由已知条件得 Za ( y{ }n ，

C) 是非空紧的，由先前的证明可知，渐近中心 Za

( y{ }n ，C) 是 X的非空弱紧凸 T不变子集，由 T具有
渐近稳定点序列性质得

inf
x∈Za( y{ }n ，C)

rx ( Tx) = 0

再由 Za ( y{ }n ，C) 是紧的，可得 Za ( y{ }n ，C) 中存在
收敛于 x的渐近稳定点序列( xn ) 。
下证 x是 T的稳定点。
对任意 z∈Tx，有

‖x － z‖≤‖xn － x‖ +‖xn － y‖ +‖y － z‖≤
‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) +‖y － z‖

固定 n∈N，对任意 y∈Txn，有
‖x － z‖≤‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) + d( z，Txn ) ≤

‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) + H( Tx，Txn ) ≤
‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ +
bd( x，Txn ) + cd( x，Tx) ≤
‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ +
b‖x － xn‖ + brxn ( Txn ) + c‖x － z‖

则
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( 1 － c) ‖x － z‖≤‖xn － x‖ + rxn ( Txn ) + a‖x － xn‖ +
b‖x － xn‖ + brxn ( Txn )

从而

‖x － z‖≤ 1
1 － c( 1 + a + b) ‖xn － x‖ +

1
1 － crxn ( Txn )

b
1 － crxn ( Txn )

由 z∈Tx是任意的，则

rx ( Tx) ≤
1

1 － c( 1 + a + b) ‖xn － x‖) +

1
1 － crxn ( Txn ) +

b
1 － crxn ( Txn )

当 n→∞时得，rx ( Tx) = 0。
从而 TX = { }x 矛盾。
推论 2 设 X 是一致凸 Banach 空间，则定理

10 的结论成立。
定理 11［21］ 满足 ( DL) 条件的 Banach 空间具

有弱正规结构。
命题 3［22］ 设 C是 Banach 空间 X 中的非空有

界子集，x{ }n 是 X中的有界序列，则 x{ }n 有一子列关

于 C是正则的。
定理 12 设 X 是满足 ( DL) 条件的 Banach 空

间，T∶ C→2C \ { }φ 是平均非扩张集值映射，其中 a，
b，c，≥0，且 a + b + 2c≤1，C 是非空弱紧凸集，则 T
具有稳定点当且仅当 T 在 C 中具有渐近稳定点序
列性质。
证明:必要性:显然成立。
充分性: 假设 T 没有稳定点，由定理 3 可得，

存在 C的非空弱紧凸且最小 T不变子集 E和 α ＞ 0，
使得对 E中的任意渐近稳定点序列( zn ) 和 z∈E有

lim
n→!

sup‖zn － z‖≥α

设( xn ) 是 E 中渐近稳定点序列，由命题 3 可知，该
序列关于 E有一正则子列，不妨仍记为( xn ) 。因为
X满足( DL) 条件，故

rE ( Za ( E，x{ }n ) ) ≤λra ( E，x{ }n ) ，λ∈［0，1］
又

lim
n→∞

sup‖zn － z‖≥α. ( z∈E) 因此

λra ( E，x{ }n ) ＜ ra ( E，x{ }n )

因为 Za ( E，x{ }n ) 是非空弱紧凸且 T 不变的，且 Za

( E，x{ }n ) E。由 E 是最小 T 不变的，可得 Za ( E，
x{ }n ) = E。
因此，由

rE ( Za ( E，x{ }n ) ) ≤λra ( E，x{ }n )

可得

rE ( E) ≤λra ( E，x{ }n ) ＜ ra ( E，x{ }n )

产生矛盾。

3 结 语

本文主要解决了平均非扩张集值映射的稳定点

问题，讨论了满足各种几何性质的 Banach 空间中
平均非扩张集值映射具有稳定点的充分必要条件。
我们可以在此基础上继续利用 Banach 空间的几何
性质研究平均非扩张集值映射具有稳定点的其它充

分必要条件。
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